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OZET

KUCQUK KOMUTATORLERDEN ORTAK INVARYANT
ALTUZAYLAR

Iliyana GARGARIDI

A ve B, n x n’lik kompleks matris cebirleri dyle ki her A € A ve B € B igin
[A, Bl = AB — BA komiitatorii “kii¢tik” olmak tizere A ve B cebirlerinin
ortak asikar olmayan invaryant altuzay: var mi? Bu soru
“neredeyse-komaiitatif” cebirler ve daha genel olarak yari-gruplarin
yapisini ¢alisan bazi1 makalelerden motive edilmistir. Basit bir 6rnekle
sorunun cevabinin hayir oldugunu goriilebilir: B cebiri A cebirinin A’
komiuitantina esit ise bu iki cebir bir invaryant altuzay paylasmaz. Boyle
biitiin cebirleri karakterize ederiz: A matris cebiri komiitanti ile ortak
invaryant altuzay sahip degilse bir tam matris cebirinin geniglemesine
benzerdir. Boylece her A € A ve B € B igin rank[A, B] < 1 ve bunlar
icinden bire ulasan varsa A ve B cebirlerinin ortak invaryant altuzayi
varligimi gosteririz. Ayrica, [A, B]’nin nilpotent olmasinin yani sira matris

lineer uzaylar: hakkinda bazi kismi sonug tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Matris cebiri, Komiitator, Rank, invaryant Alt-Uzay

iv



University : Istanbul Kiiltiir University

Institute: Institute of Graduate Education

Science Programme : Mathematics and Computer Science
Programme : Mathematics and Computer Science
Supervisor: Assist.Prof.Dr. Ugur GONULLU

Degree Awarded and Date: M.S. - January 2021

ABSTRACT

COMMON INVARYANT SUBSPACES FROM SMALL
COMUTATORS

Iliyana GARGARIDI

Supppose that A and B are two algebras of complex n x n matrices such
that the ring commutator [A, B] = AB — BA is “small” for each A € A and
B € B; does this imply that A and B have common non-trivial invariant
subspace? This question is motivated by a series of papers studying the
structure of ”almost-commutative” algebras and, more generally,
semigroups. A simple example shows that, in general, the answer is no: it
may happen that the algebra B is equal to the commutator A’ of A and
the two algebras do not share an invariant subspace. We characterize all
such algebras: if a matrix algebra A does not share invariant subspaces
with commutant, then it must be similar to an amplification of a full
matrix algebra. Then, we show that if 4 and B are two algebras such
that rank[A, B] <1 for all A€ A and B € B and the rank-one is achieved,
then A and B have a common invariant subspaces. A number of partial
results about linear spaces of matrices, as well as the condition that

[A, B] is always nilpotent, are also discussed.

Keywords: Matrix algebra, Commutator, Rank, Invaryant Subspace



BoLuMm 1
GIRIS

Matris topluluklarinin ti¢genlestirilebilmesi literatiirde kapsamli bir gekilde calisil-
migtir. Bunun iyi bilinen bir ornegi su klasik sonugtur: n x n’lik matrislerin her
komiitatif toplulugu ti¢genlegtirilebilirdir [22, Teorem 1.1.5]. Baz1 durumlarda matris
toplulugunun ticgenlestirilmesi komiitatifligi gerektirdigi ortaya cikmaktadir. Ornegin
McCoy'un iyi bilinen klasik bir sonucu: n x n’lik kompleks matrislerin yari-basit ce-

birleri {iggenlestirilebilir gerek ve yeter kogul komiitatif olmasidir [17].

Laffey teoremi her A, B € A i¢in rank[A, B] < 1 olacak sekilde her A C M,,(C)
cebirinin tiggenlegtirilebilir olmasi gerektigini gostermek icin kullanilabilir. Bu ifade
Guralnick [8] tarafindan 6nemli bir 6lglide genellegtirilmistir; eger S, n x n’lik mat-
rislerin yari-grubu 6yle ki her B,C' € S i¢in [B,C| komiitatorii nilpotent ise, S

tiggenlegtirebilir olur (rank: bir olan her [A, B] komiitatorii nilpotenttir).

Bu sonuclar sonsuz boyutlu uzaylara genellestirme konusu olmustur. Ornegin
[21, Sonug 2| ’de gosterildigi gibi S, bir Hilbert uzay1 iizerinde tanimli Schatten
p-smifi operatorlerin bir yari-grubu ve her A, B € S i¢in rank[A,B] < 1 ise S
iiggenlegtirilebilirdir. Bu ifade keyfi Banach uzaylar: iizerinde tamiml kompakt ope-
ratorlere genellestirildi [22, Teorem 9.2.10]. Kompakt olmayan operatorler icin de
bu soru caligildi. Ayni sonucun cebirsel operatorlerin yari-gruplar: i¢in saglandiginin
[4, Lemma 5] ve her A, B € S igin rank[AB — BA] < 1 kosuluna sahip komiita-
tif olmayan doubly iiretilmig S yari-grubunun hiperinvaryant altuzaya sahip ([6])
oldugunun gosterildigi not edilmelidir. Son olarak X, en az iki boyutlu bir Banach
uzay1 ve S, X uzayi tlizerinde tanimli operatorlerin komiitatif olmayan bir yari-grubu

ise, her A, B € S i¢in rank|[AB — BA] < 1 olmasmin S yari-grubunu indirgenebi-



lir olmasini gerektirdigi Drnovsek tarafindan gosterdi [7]. Ayrica, her A, B € S i¢in
rank[AB — BA] < 2 kosulu [10]’de incelendi.

Eldeki bu Yiiksek Lisans tez ¢caligmasinda A. Jafarian, A. I. Popov ve H.Radjavi'nin
[10] “Common Invariant Subspaces from Small Commutators”, baglikli makalesi de-
tayll olarak incelenmigtir. Sozii edilen makalede kisaca, su genel soru goz oniine
alinmagtir: iki cebir veya daha genel olarak n x n’lik kompleks matrislerden olusan iki
kiime F ve G verilsin 6yle ki F' € F ve G € G i¢in [F, G| = FG — GF komiitatorii bir
anlamda “kucik” olsun. O halde F ve G ortak degismez altuzaya sahip veya iiggenlesti-
rilebilir mi? Bu sorunun motivasyonlarindan biri Laffey’in iyi bilinen sonucudur [22,
Teorem 1.3.6]: A ve B iki matris 6yle ki rank[A, B] < 1ise { A, B} tiggenlestirilebilirdir.
Diger taraftan [10]’da her A € A ve B € B igin [A, B] komiitatorlerinin kiigiik olan
(6zel belirli bir anlamda) A ve B cebirleri incelenmigtir. Bu yonde ilk sonuglardan biri
Szép’e aittir [25] ve gunu ispatlamigtir; eggiiglii (idempotent) P ve ) matrisleri igin
{P, @} kiimesinin iiggenlestirilebilir olmas1 yalmz ve yalniz PQ — QP komiitatoriiniin
nilpotent olmasi ile saglanir (bakimiz [22, Teorem 2.3.10] ve [23]). [18], [19], ve [20]’da

ilgili caligmalar ele alinmigtir.

Eldeki ¢aligmanin ikinci boliimiinde kullanilacak olan temel kavramlar ve tanimlar
verilmis, tli¢iincii bolimde A ve B her ikisi de bir tek normal matrisler tarafindan
tiretilen cebirler olmak tizere her A € A ve B € B igin [A, B] nilpotent ise birlikte
kosegenlestirilebilir oldugu gozlemlenmis, ve buradan A ve B cebirlerinin ortak agikar
olmayan invaryant altuzay sahip olmalar1 veya birlikte-ticgenlestirilebilir olmasi i¢in
baz1 yeter sartlar elde edilmistir. Genel olarak, A ve B matris cebirleri olmak tizere
her A € A ve B € B igin [A, B] komiitatorlerinin kii¢iikligii A ve B cebirlerinin or-
tak invaryant altuzaya sahip olmalari i¢in yeterli degildir. Buna basit bir ornek olarak
A = M,(C) ve B = {alla € C} verilebilir, ayrica daha genel bir tanesi Ornek 3.3’te
gosterilmistir. Bu boliimiin ana sonucu olarak komiitant1 A’ ile ortak invaryant altu-
zaya sahip olmayan tiim A cebirleri karakterize edilmis, ve buna Burnside teoreminin
bir genellestirilmesi olarak bakilabilir. Dérdinet boliimde, Ornek 3.3%e karsit olarak
A € Ave B € B oldugunda [A, B] komiitatorlerinin ranklar1 en fazla bir ve bun-
lar i¢inden bire ulagan varsa A ve B ortak agikar olmayan invaryant altuzaya sahip

oldugu gosterilmistir. Ayrica bu sonucun bazi genellemeleri verilmistir.



BoLUM 2

ON BILGILER

Bu boliimde ¢alismamiz i¢in gerekli olan temel kavramlar ve bazi sonuclar verilmistir.
Bu ¢aligma boyunca soz edilen tiim cebir ve vektor uzaylar: kompleks sayilar cismi tize-
rinde tanimhdir. Ayni sekilde tiim matris girdilerinin kompleks oldugu varsayilmigtir.
n X n boyutlu tiim matrislerin cebiri M, (C) ile gosterilir, ve bunun herhangi bir alt
cebirine matris cebiri olarak bahsedilmistir ve M (C) formundaki bir cebir tam (full)
matris cebiri olarak isimlendirilmigtir. A C M,,(C) matris cebirinin komutant: A’ ile
gosterilir:

A = {T € M,(C) | AT = TA (VA € A)}.

A C M, (C) bir matris cebiri olmak iizere agagidaki gibi tanimlanan AY) cebirine A

matrisinin j. genislemesi denir:

A
Al = € M(C)|Ac Ay,
A

AU C M,;(C) cebiri blok késegenleri A cebirinin elemani olan bloklarin j defa tekrar

etmesiyle olusan blok-kosegen matrislerden meydana gelmektedir.

Tanmim 2.1. A kare matris olsun.

(i) A" = 0 olacak sekilde bir r pozitif tamsayisi var ise A matrisine nilpotent denir

(veya denk olarak A matrisinin tez 6zdegeri sifirdir.)
(ii)) A = A* kosulu saglaniyor ise A matrisine kendine es matris(self adjoint) denir.

(iii)) AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.



(iv) Eslenik transpozu A* aymi zamanda A matrisinin tersi ise A matrisine birincil
(unitary) matris denir. (AA* = A*A=17)

Teorem 2.2. [1, Theorem 7.9] Her normal matris kdgegenlestirilebilirdir.
Sonug 2.3. Eger A nilpotent ve normal ise A = 0 olmalidir.

Tanim 2.4. M, V vektor uzaymin bir altuzay: ve A, V iizerinde tanimli bir lineer
dontigim olsun. Eger her z € M igin Az € M saglaniyorsa M altuzay1 A altinda
invaryant veya A-invaryant denir. Bu altuzay eger {0} uzay1 ve tiim uzaydan farkh
ise agikar olmayan denir. V' vektor uzaymin A-invaryant olan biitiin altuzaylarimin

toplulugu Lat(A) ile gosterilir.

C, V tzerinde taniml lineer dontigiimlerin bir toplulugu olmak tizere her A € C
igcin M altuzayr A-invaryant ise M altuzay: C i¢in invaryant denir. Eger bir lineer
dontigimlerin toplulugu asikar olmayan invaryant altuzaya sahip ise indirgenebilir
(reducible), degilse indirgenemez (irreducible) denir. C indirgenemez bir cebir ise

gecigli (transitive) denir.

Aksi belirtilmedikce, n x n’lik matrislerden olugsan bir S kiimesi i¢in bahsedilen
invariyant altuzay terimi asikar olmayan invariyant altuzay anlamina gelmektedir,
yani bir X C C" uzay1 oyle ki SX C X ve X # 0,C" olur.

Teorem 2.5. (Burnside Teoremi)[22, Teorem 1.2.2] Indirgenemez tek n x n’lik komp-

leks matris cebiri, M, (C) tam matris cebiridir.

Tanim 2.6. [22, Tamum 1.1.2] Eger lineer doéniigiimlerin bir toplulugu igin vektor
uzayinin bir tabani var oyle ki topluluktaki tiim doniigtimlerin bu tabana gore temsili

bir iist tiggensel matris ise bu topluluga ucgenlestirilebilir denir.

S, operatorlerin veya matrislerin bir kiimesi olmak iizere her biri S-invaryant
olan altuzaylarin bir maksimal zinciri varsa S kiimesine tiggenlestirilebilir denir. Bir
iiggenlestirmeyi elde etmenin yontemi S-invaryant altuzay bulmak ve bu iglemi devam

ettirmektir.

Teorem 2.7. [22, Lemma 1.1.5] Lineer dontigiimlerin her komiitatif toplulugu

iiggenlestirilebilirdir.

Sonug 2.8. (Schur Lemmas1)[22, Lemma 1.1.6] Her lineer doniigiim ti¢genlestirilebilirdir.



V iizerinde tanimh tiim lineer déniigiimlerin cebiri B(V) ile gosterilsin.

Teorem 2.9. (McCoy Teoremi) [22, Teorem 1.3.4] {A, B} cifti ancak ve ancak her
komiitatif olmayan p polinomu igin p (A, B) (AB — BA) nilpotent ise tiggenlestirile-
bilirdir.

Teorem 2.10. (Laffey Teoremi) [22, Teorem 1.3.6] Eger AB — BA rank bire sahip
ise {A, B} tiggenlestirilebilirdir.

Tanim 2.11. Eger a,b € A icin e islemi kapali ve asosyatif ise < A, > bir yar:-

gruptur denir.

Tanim 2.12. Bir A cebirinin radikali asagidaki gibi tanimlanir:
Rad A:={A € A:0(AB) C {0} ,her B A}.
Eger birimli bir cebirin radikali {0} ise yari-basit denir.

Teorem 2.13. 22, Lemma 1.4.6] A, B(V) cebirinin birimli bir alt-cebiri ise A ce-
birinin ii¢genlestirilebilir olmas1 ancak ve ancak A/Rad A boliim uzayinin komiitatif

olmasiyla miimkiindiir.

Sonug 2.14. B(V) cebirinin yari-basit bir alt-cebiri tiggenlestirilebilirdir gerek ve

yeter kosul onun komiitatif olmasidir.

Tamim 2.15. A ve B iki matris 6yle ki A = N~'BN olacak sekilde bir terslenebilir

N matrisi varsa A ve B matrislerine benzer (similar) denir.

Tamim 2.16. T € B(V) olsun. V vektor uzayimin bir tabanina gore T operatoriiniin

matris temsili blok kogegen matris;

4, 0 0 ]
0 A, 0
0 O Ay
oyle ki her bir A; matrisi agagidaki formda ise bu tabana 1" i¢in bir Jordan tabans
denir. ) i
A1 0
1
| 0 Aj




Yukaridaki tanimda her bir A; matrisindeki kosegenler 7" operatortiniin en az bir

Aj ozdegerinden olugmaktadir.

Teorem 2.17. [1, Theorem 8.47] V bir kompleks vektor uzayi olmak tizere her T' €
B(V) i¢in V vektor uzaymn T igin bir Jordan tabam vardir.

Teorem 2.18. [1, Proposition 6.46] ¥V ve W sonlu boyutlu i¢-garpim uzaylari ve
T € B(V,W) olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir:

(i) Ker(T*) = Ran(T)";
(ii) Ran(T*) = Ker(T)";
(iii) Ker(T) = Ran(T*)";
(iv) Ran(T) = Ker(T*)";

(v) M € Lat (T) <= M* € Lat (T%).



BoLuM 3

SIFIR KOMUTATORLER VE ORNEKLER

Bu boliimiin temel sonucu boliim sonundaki Teorem 3.5 dir. Ilk olarak bazi 6n
hazirliklar ile baglayalim. A ve B iki cebir Oyle ki her bir A € A ve B € B igin
[A, B] komiitatorii “kii¢iik” olsun. Bu komiitator igin makul kiiglikliik dlgiimleri var
olabilir. Bu boliime biitiin komiitatorlerin nilpotent oldugu durumla ilgili gozlemlerle

baglayacagiz.

Eger A ve B kendine-eg (self-adjoint) n x n boyutunda matrisler 6yle ki [A, B|
nilpotent ise AB — BA normal matris oldugundan Sonug 2.3 gore AB = BA olur.
Ozellikle A ve B matrisleri sadece birlikte-ticgenlestirmeye (simultaneous triangulari-
zation) sahip degil, aym zamanda birlikte-kogegenlestirmeye sahiptir. Eger kendine-

eslik yerine normallik alinirsa artik bu sonucun dogru olmayacagi muhtemelen bek-

lenmediktir.
Ornek 3.1. n bir asal say1 olsun ve i = 1,...,7n icin |oy| = 1 olmak iizere
_ . _ _
a
0 1
(%)
A= 1 ve B =
0
an
10 - -

olsun. Agikca goriiliir ki A ve B birimcil (unitary) matrislerdir. «; parametrelerinin
hepsi egit olmadig: siirece bu iki matris degismeli degil, dahasi ortak invaryant altu-
zaya bile sahip degillerdir ([22, Lemma 4.2.8 |). Yine de en az bir ¢ igin a; = a;41

veya oy = v, ise [A, B] nilpotenttir.



Yukaridaki gozlemi normal matrislere genigletmek icin A ve B sirasiyla A ve B
tarafindan dogrulan cebirleri gostermek iizere her T € A ve S € B matrisleri igin

komiitatorlerin nilpotent olmasi gerektigine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Onerme 3.2. A ve B iki normal matris olmak iizere A ve B sirasiyla A ve B ta-
rafindan dogrulan cebirler olsun. Eger her T' € A ve S € B i¢in [T, S| nilpotent ise
AB = BA olur.

Kanat. Bir N normal matrisin her spektral projeksiyonu N matrisinin bir polinomdur
[9, Corollary, sayfa 336]. Bu nedenle F, A i¢in bir spektral projeksiyon ve F'; B i¢in
bir spektral projeksiyon ise [E, F] nilpotenttir. Ayrica yukaridaki Ornek 3.1’den énce
bahsedildigi gibi £ ve F' degismelidir. Her normal matris sprektral projeksiyonlarinin

bir lineer kombinasyonu oldugundan sonug elde edilir. Il

Suna dikkat edilmelidir ki Onerme 3.2’deki A ve B matrisleri tarafindan {iretilen
cebirler yerine yar-gruplar goz éniine almak, Ornek 3.1’den dolay1, sonuca ulagmaya

yetmez.

Onerme 3.2 bir soru ortaya cikarir: A ve B iki cebir dyle ki her A € A ve B € B i¢in
[A, B] nilpotent olsun. A ve B cebirlerinin bir ortak asikar olmayan invaryant altuzaya
sahip olduklar: dogru mudur? Bir sonraki ornek, genel olarak, bunun cevabinin hayir
oldugunu gosterir hatta her A € A ve B € B igin [A, B] = 0 kosulu bile ortak

invaryant altuzaya sahip olmalar: i¢in yeterli degildir.

Ornek 3.3. n € N olmak iizere

SRiE

olsun. I/, n x n boyutlu birim matrisi gostermek tizere

I bl
A=1" la,b,¢,d € C
cl dI

esitligi saglanir ([24, Lemma 7.4]). M € Lat(A) ve M # {0}, C*" olsun. Bu durumda

|A e M, (@)} C M, (C)

M = {(ux, \x) |z € C"}



olacak gekilde ayn1 anda sifir olmayan p, A € C vardir. Eger

b
B=|" cA ve y= P e M
c d Ax
ise
a b p (na + Ab)z
By —= =
c d A\ (pe+ Ad)x

bulunur ki bu her zaman M altuzayma ait degildir. Ornegina =c=1veb=d =0

icin

10

B =

10
alinirsa, o halde x # 0 i¢in

x

By = s ] ¢ M
U

olur. Buradan A ve A’ cebirlerinin ortak agikar olmayan invaryant altuzaya sahip

olmadiklar1 goriilir.
Bu boliimiin ana sonucunu vermeden 6nce agagidaki lemmay1 verecegiz.
Lemma 3.4. Herhangi bir X € M, (C) igin
I X I -X
ve
0 I 0 I
2n x 2n boyutlu matrisler birbirinin tersidir.

Agagidaki sonuca Burnside Teoreminin bir genellestirilmesi olarak bakilabilir.

Teorem 3.5. A C M, (C) bir cebir 6yle ki A ve A’ ortak invaryant altuzaya sahip
olmasin. O halde A, tam matris cebirinin bir geniglemesine (amplification) benzerdir.
Yani, km = n olacak sekilde k, m dogal sayilar1 vardir oyle ki A, M, (C)(m) cebirine

benzerdir.

Kamit. A cebirinin birimli oldugunu varsayabiliriz. Eger A birimli degil ise o halde

A ={A+ N|Ae A )\ e C}



birimli cebirini gbz 6niine alalim. Bu durumda 4; teoremin varsayimlarini saglar.
Eger A;, My (C) matris cebirinin bir geniglemesine benzer ise, o zaman A kendiliginde

birimli olur, yani A = A; esitligi saglanir.

Eger A invaryant altuzaya sahip degil ise Burnside Teoreminden A = M,, (C)

bulunur. O halde A'min agikar olmayan invaryant altuzaylari oldugunu varsayalim.

M bir maksimal 6z A-invaryant altuzay olsun. Yani, 0 # M # C" bir A-invaryant

altuzay ve bagka bir 6z A-invaryant altuzay tarafindan kapsanamaz.

C" = M @ M+ ayrnisimina gore her bir T' € A matrisi

A B
0 C

Ar Br
0 Cr

olarak yazilabilir (A, By, Cr yerine A, B, C kullamlacaktir). Dikkat edilmedilir ki M
maksimal A-invaryant altuzay oldugundan Ag := {C7p|T € A} cebiri gegigli ve do-
layisiyla Burnside Teoreminden k = n—dimM = dimM olmak iizere M (C) matris
cebirine esittir. (Ag cebirinin sifira egit olmamasi A cebirinin birimli olmasindan kay-

naklanir).

X
Keyfi bir S € A" alahm ve S =

Y
v ] olarak yazilsin. O halde

AX + BZ AY + BV
cZ cv

XA XB+YC
ZA ZB+VC

TS = ve ST =

elde edilir. Varsayimimmizdan M, A’-invaryant olmadigindan S matrisini Z # 0 ola-
cak gekilde segebiliriz. T'S ve ST matrislerinin (2,1)-bloklarim kargilagtirirsak C'Z =
Z A egitligine ulagilir. Bu esitlik bize C'Z matrisinin goriintiisiintin Z matrisinin
goriintiisii tarafindan kapsadigini gosterir. Ayrica, Z # 0 ve Ay = M (C) oldugundan

Z matrisinin 6rten olmasi gerekir. Ozel olarak bu k < n — k olmasim gerektirir.

A cebirine blok-kdgegen benzerlik (block-diagonal similarity) uygulanarak, eger
gerekli ise, Z = [0 I] oldugunu varsayabiliriz (sifir bulunmayabilir). Buradaki I, k x k

boyutlu birim matris ve 0, k x (n — 2k) boyutlu sifir matrisidir. O halde bu ayrigima

gore
Ay Ay By X1 Xo Y
T=| A3 A; By ve S=| X3 X; Y,
0o 0 C 0o IV
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yazilabilir. CZ = Z A kogulu A3 = 0 ve Ay = C olmasini gerektirir oyle ki

Al AQ Bl
I'=] 0 C B
0o 0 C

olur (burada sifirdan farkl tiim bloklar 7" matrisine baghdir. Sifir bloklar biitiin 7" € A

i¢in aymdir). A" cebrinin herhangi bir S’ elemani

X1 X v
§'=| x5 X, v
AT

seklinde yazilir. Varsayimimizdan, A ve A’ tarafindan iiretilen cebir gegigli oldugundan
Burnside Teoremine gére M, (C) tam matris cebirine esit olmak zorundadir. Kolay
goriiliir ki bu cebirin herhangi bir elemam T" € A ve S’ € A’ olmak tizere TS’ for-
mundaki elemanlarim toplami geklinde yazilabilir. Ayrica, M € Lat(A) oldugundan
bir S € A’ matrisi vardir 6yle ki (3,1)-blogundaki 7} sifirdan farkhdir. 75" ve S'T

matrislerinin (3,1)-bloklar1 kargilagtirilirsa, kesit olmalar1 gerekir, yani

sonucuna ulagihr. Tekrar C, Ay = M (C) cebirinin keyfi bir eleman olabileceginden,
Z1 matrisi 6rten olmak zorundadir. Tipk: énceki gibi A cebirindeki matrislerin (2,2)-
ve (3,3)-bloklarimi degistirmeyen blok-kogegen benzerligi uygulayarak Z; matrisinin

Z1 =10 I] gibi ayrigtigim varsayabiliriz. Buradan

Ay A

A pr—
! 0 C

elde edilir. Ttiimevarimla bu isleme devam edilirse, her 7" € A matrisinin her bir blok
satirda ve siitunda m = n/k blok olan k x k bloklu blok-iist ti¢gensel (block-upper

triangular) ve kosegen bloklarimin hepsinin esit oldugu goriilir. Bu da her T € A

matrisinin ~ _
C A12 ce Alm
0o C ... Ay,
T = . . .
0 0 C

11



formunda oldugunu gosterir ve buradaki biitiin sifirdan farkli olan bloklar 7" matrisine

baghdir. A’ cebirinin keyfi bir R elemani igin

X11 le

X1 oo Xom
yazilsin.

Yukarida tiimevarimsal kurulumdan, A’ cebirinde Ry, Ro, ..., R,,_1 matrisleri vardir

Oyle ki R; matrisinin m. satir blogu (en alt satir) asagidaki formdadir:
0...0 T Xpnjir-- Xom]  (2.1).

Burada R; matrisinin en alt satirindaki ilk j — 1 tane blok sifira esit ve j. blok & x k

boyutlu I birim matrise esittir.

[14, Sonug 30]’a gore (bakimz [14, Tanmim 25, Sonug 28)|) altta yatan uzayimn altuzay-
lara ayrihigini degigtirmeyen bir blok tist tiggensel benzerlik uygulayarak A cebirinin

agagidaki gibi bir direkt toplam oldugu goriiliir,
A = S+Rad(A),

burada S, blok-kégegen matrislerden olusan bir yari-basit cebir ve Rad(A), A cebi-
rinin tiim kesin st iiggensel elemanlarindan olugan cebirdir. Bu benzerlikden dolay1
A cebirinin T" = [T};] elemaninin kdgegen bloklar: artik aym degildir. Ancak, uy-
guladigimiz benzerlik su ozellige sahiptir: A cebirindeki matrislerin kdgegen bloklar:
sifirdir ya da sifirdan farkhdir, ve her kosegen blok M, (C) cebirindeki tiim degerleri
alir. Buradan 4,57 € 1,...,m ic¢in ¢;; : Mp(C) — My(C); ¢i;(T:) = Tj; seklinde
tanimlanan fonksiyonun bir cebir homomorfizmasi oldugu goriiliir ve boylece bir
benzerlik uygunlanmalidir ([24, Teorem 7.9]). Dolayisiyla, gerekli ise, A cebirine bir
kogegen benzerlik uygulayarak, A cebirindeki herhangi bir 7" matrisinin kogegen blok-

larinin ayni oldugunu varsayabiliriz.

Bu gozlemler S = (M, (C))'™ olmasm gerektirir (burada (M, (C))™, M,(C)
tam matris cebirinin m-geniglemesini gostermektedir). Eger Rad(A) = 0 oldugunu

gosterebilirsek ispat tamamlanacaktir.

Agiktir ki, S yari-basit cebirinin komiitant1 S’, A’ komiitantini igerir. Bu ne-

denle [24, Lemma 7.4]’i kullanarak her R € A’ matrisinin agagidaki formda olacagim
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goruruz:
Xl .0 Xqnl
R : .
Xl o0 Xl

Diger bir degigle A’ cebirindeki her matris skaler bloklara sahiptir.

C" = (CF)™! @ C* aynigimima gore Rad(A) cebirinin her T’ elemam agagidaki
formda yazilabilir:
B Q
0 0

T =

Simdi daha 6nce (2.1) ézelliginde tanimladigimiz gibi R; matrislerini diigtinelim. A ce-
birine benzerligi uygulandiktan sonra, (2.1) 6zelligi su sart1 gerektirir: eger Ry, Ry, ..., Ry_1

matrislerinin son satirlarindaki ilk m — 1 tane blok,

ay ] coe Qiml (her Ry igin)
CL21] o ogd agvm_ll (her RQ 1(;111)
am-111 ... @m—1m—1I (her R,_; icin)

seklinde yazilirsa m — 1 dikey ve m — 1 yatay blok ile tanimlanan matris terslene-
bilir, ¢inkii uygulagimiz benzerlik blok iist ti¢gelseldir. Bu matrisi M ile gosterelim.
Her T' € Rad(A) i¢in R,;T = TR, oldugundan, bir hesaplama ile M@ = 0 oldugu

gosterilebilir. Bu nedenle Q = 0, ve Rad(A) cebirinin her elemani

B 0
0 0

formundadir. B = {B|B, Rad(.A) igerisindeki bir matrisin (1,1) blogudur} olsun.
A= M,(C)™ + Rad(A)
oldugunu biliyoruz. A cebirinin (1.1) bloguna kisitlamsi agagidaki cebirdir:
Ay = M(C)™ Y + B.

Ay cebiri komiitanti ile birlikte ortak bir invaryant altuzay sahip degildir. Gercekten
Ao U Aj ortak invaryant altuzaya sahip olsaydi, bir benzerlikten sonra, Ay U Aj

tarafindan dogrulan cebirdeki biitiin matrislerin sabit bir (7, ) konumunda sifira sahip
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olmalar1 gerekirdi. O halde A U A’ tarafindan dogrulan cebirdeki matrislerin ayni
konumda sifira sahip olmalar1 gerekirdi. Bu ise imkansizdir, ¢liinkii o zaman j. taban
vektor tarafindan dogrulan A U A’-invaryant altuzay i. taban vektore dik ve bundan

dolay1 AU A’ invaryant altuzaya sahip olurdu. Bu ise varsayimlarla celisir.

Teoremin ispat1 tiimevarim argiimani ile biter. [
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BoLUM 4

RANK-BIR KOMUTATORLER

Bu boliimde A ve B cebirlerindeki sirasiyla her A ve B elemanlari igin rank[A, B] <1
kosulunu ¢ok daha detayl galigacagiz. Bu kogulun A ve B cebirleri i¢in ortak invar-
yant altuzayin varligin1 garantilemek icin yeterli olmadigi Ornek 3.3'da gosterildi. Bu
boliimiin temel sonucu olan Teorem 4.8 sunu belirtmektedir: [A, B] komiitatorii her

zaman sifir degil ise bu rank kogulu yeterli bir kosul olur.

Ana teoreme gelmeden bazi 6n sonuglara bakacagiz. [3] de gosterildigi gibi ilk
Lemma Laffey Teoreminin ispatinin bir kismindan olugtugunu goézlemleyelim ([22,
Teorem 1.3.6]).

Lemma 4.1. n x n boyutlu A ve B iki matris Oyle ki rank[A, B] < 1 olsun. A € C,
A matrisinin bir 6zdegeri olsun. Eger N' = Ker(Al — A) ve M = Ran(\ — A) ise N/
ya da M altuzaylar1 B-invaryanttir.

Asagidaki 6nermede eger bir A matrisi sabitlenir ve matrislerden olugan bir £
altuzayindaki her B matrisi i¢in rank[A, B] < 1 kosulu saglanirsa A matrisinin her

ozdegeri bir ortak £ U {A}-invaryant altuzayimn varhigma neden olur.

Onerme 4.2. £ C M, (C) matrislerin bir lineer uzay: ve A € M, (C) dyle ki her
B € L igin rank[A, B] < 1 olsun. A € C, A matrisinin bir 6zdegeri olsun. Eger
N = Ker(AI — A) ve M = Ran(A — A) ise ya N ya da M altuzaylar1 bir ortak
L U {A}-invaryant altuzaydir.

Kanat. Agktir ki hem N hem de M altuzaylar1 A-invaryant olur. Eger B € L ise
Lemma 4.1 kullanilarak A/ € Lat(B) ya da M € Lat(B) bulunur. Simdi, N € Lat(£)

ya da M € Lat(£) oldugunu gosterelim.
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Bunun dogru olmadigim varsayalim. Bu durumda By, By € £ vardir 6yle ki M ¢
Lat(B) ve N ¢ Lat(Bs) saglanir. O halde

N € Lat(B;) ve M € Lat(Bs)

olmas1 gerekir. Buradan B := By + By € L icin M ve N altyuzaylar1 B-invaryant
degildir. Bu bir celigkidir. O]

Sonug 4.3. F ve G matrislerin iki komiitatif kiimesi ve G, lineer uzay olsun. Eger
her A € F ve B € G igin rank[A, B] < 1 ise F U G tliggenlestirilebilirdir.

Kamit. F ve G igin yapilan varsayimlar, bunlarin FUG-invaryant altuzaylara kisitlayarak
ve bu uzaylara gore boliim uzaylarini aldiktan sonra korundugunu goézlemleyelim. Do-
layisiyla, Onerme 4.2’den ve Ucgenlestirme Lemmasimdan [22, Lemma 1.1.4] sonucun

ispat1 elde edilir. O

Bizim bir sonraki hedefimiz Sonug 4.3’iin benzerini matrislerin komiitatif olmayan
kiimeleri i¢in elde etmektir. Teorem 4.8’de bu ispatlanir, ve eger soz konusu kiimeler

cebir ise durum o6zellikle ilging olur.

Lemma 4.4. £ ranki bir veya sifir olan matrislerin uzay1 olsun. O halde £ uzayim

sifirdan farkli biitiin elemanlar1 ya ortak gortintiiye ya da ortak gekirdege sahiptir.

Dikkat edilmelidir ki eger A ve B matris cebirleri (veya, daha genel olarak, lineer
uzay) Oyle ki her A € A ve B € B igin rank[A, B] < 1 ise sabitlenmig her bir 4y € A
ve By € B igin {[Ag, B]|B € B} ve {[A, Bo]|A € A} kiimeleri ranki en fazla bir olan
matris lineer uzaylar1 olur. Boylece, Lemma 4.4 ile bu uzaylarin her biri ya ortak
goriintiiye ya da ortak cekirdege sahip olmak zorundadir. Bu asagidaki onermede

gosterildigi lizere, ¢cok ozel invaryant altuzaylar: elde etmek icin kullanilabilir.

Onerme 4.5. A bir matris cebiri ve By bir matris 6yle ki £ = {[A, By]|A € A}
kiimesi ranki en fazla bir olan matrislerden meydana gelsin. £ # 0 ve £ kiimesinin
sifir olmayan elemanlarinin ortak goriintiiye sahip oldugu varsayilsin. Bu gortinti bir

y € C" vektori tarafindan iiretilsin. O halde y vektorii A icin ortak bir 6zvektordiir.

Kanit. Ay € A ve x € C" 6yle ki [Ag, BoJr = y # 0 olsun. Genel olarak [AB,C] =
A[B,C] + [A, C]B oldugundan her A € A i¢in

[AAQ, Bo]l‘ = A[AQ, B0]$ + [A, Bo]Ao.’B = Ay + [A, Bo]AoiL‘
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saglanir. Ayrica [AAg, Box ve [A, Bo] Aoz vektorlerinin her ikisi y vektoriiniin bir kat

oldugundan y vektorii her A € A i¢in bir 6zvektor olur. m

Not 4.6. A bir matris yarigrubu olarak almirsa Onerme 4.5’in sonucu gecerlidir.
Yine de A bir cebir oldugu zaman onermenin varsayimindaki £ uzayimdaki biitiin
matrislerin ortak goriintiiye sahip olma kismi tek makul beklentidir, ¢iinki bu Onerme

4.5 oncesi yaptigimiz yorumdan goruliir.

Lemma 4.7. S ve T matris yarigruplar: olmak iizere

M= \/ Ran([A,B]) ve N= () Ker(A B

AeS,BeT AeS,BeT

olsun. O halde M ve N uzaylar1 (S U T)-invaryanttir.

Kanit. A € S ve B € T igin y € Ran([A, B]) ise en az bir x € C" i¢in y = [A, Blz
saglanir. A; € S olsun. Genel olarak [AB,C| = A[B, C] + [4, C]B oldugundan

Aly = Al[A, B]l‘ —= [AlA, B]l’ = [Al, B]AQT e M

elde edilir. Buradan M € Lat S olur. Benzer sekilde M € Lat T bulunur.

Simdi, y € N ise her A € S ve B € T i¢in [A, Bly = 0 esitligi gergeklenir. Tekrar
A; € § alirsak
[Aa B]Aly = [AAla B]y - A[Ala B]y - Oa

ve boylece N € Lat S olur. Benzer bicimde N € Lat T elde edilir. O]

Bu boliimiin ana sonucu agagidaki teoremdir ve bu Ornek 3.3 ile karsilagtirilmas
faydalidir.

Teorem 4.8. A ve B matris cebirleri 6yle ki her A € Ave B € Bigin rank[A, B] <1
olsun. [A, B] sifirdan farkli olacak sekilde A € A ve B € B var ise AU B bir ortak

agikar olmayan invaryant altuzaya sahiptir.

Kanit. Ay € A ve By € B dyle ki [Ag, Bo] # 0 olsun. Lemma 4.4’ten {[A, By]|A € A}
kiimesindeki sifirdan farkli matrisler ya ortak goriintiiye ya da ortak ¢ekirdege sahip-
tir. AU B ortak asikar olmayan invaryant altuzaya sahip ancak ve ancak A* U B* de

ortak agikar olmayan invaryant altuzaya sahip olmasi gercegini hatirlayalim, burada

A ={A|Ac A} ~ve B ={B'|BeB
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olarak tanimlanir. Bu nedenle, {[A, By||A € A} kiimesindeki sifirdan farkli matrislerin
ortak goriintiiye sahip olduklarini varsayabiliriz. Bu goriintiiden sifirdan farkli bir
vektor segelim ve bunu e; ile gosterelim. Her A € A ve B € B igin e; € Ker([4, B])

oldugunu gosterecegiz. Bu ve Lemma 4.7 ispat1 sonlandiracak.

Varsayalim ki [A, Ble; # 0 olacak sekilde A € A ve B € B matrisleri olsun.
[Ap, By] komiitatoriiniin izinin (trace) sifir oldugunu gézlemleyelim ve ayrica rank’

bir oldugundan nilpotent olmak zorundadir. Bu nedenle e; kiimesini

1
[Ao, Bo] =
(000 ... 0]
olacak gekilde ey, ..., e, tabanina genigletebiliriz. Herhangi iki o, 5 € C i¢in

[A + OéA(), B + 530] = [A7 B] -+ Oé[Ao, B] -+ /B[A, Bo] —+ C(B[Ao, Bo]

esitligi saglanir. Varsayimdan [A, B] matrisinin ilk siitunu sifir degildir. {[A, By||A € A}
kiimesindeki sifirdan farkli matrislerin ortak goriintiisi e; tarafindan tretildiginden
kiimedeki her matrisin yalnmizca ilk satir1 sifir degildir. Hem de nilpotent olduklarindan
[A, By| ve [Ap, By| matrislerinin ilk siitunlar sifirdir. {[Ao, B]|B € B} kiimesindeki
sifirdan farkli matrisler ya ortak goriintiiye sahipler, ki bu durumda goriintii e; ta-
rafindan iretilir (¢iinkii [Ag, By] # 0 matrisinin goriintiisii e; tarafindan iretildi),
ya da hepsi ortak gekirdege sahiptir. Bu nedenle yukarida gibi ayni diigtinceden
[Ap, B] matrisinin ilk siitunu sifirdir (ortak bir ¢ekirdege sahip olundugunda durum

e1 € Ker([Ag, Bo]) gozleminden ortaya gikar).

Ozellikle her o, 8 € C i¢in
[A, B] +OC[A0,B] +6[A7Bo] +OLB[A0,B()] (31)

matrisi rank-bir (yani, ranki bire egit) olur, ve siitunlarimn her biri ilk stitunun bir

katidir (zorunlu olarak sifirdan farkl).

a = 1 olarak alinsin. Yukaridaki matriste ikinci siitun goz ontine alindiginda onun
ilk girdisi ([A, B] + [Ao, B]) matrisinin (1, 2)-girdisi art1 8 defa ([A, Bo] + [Ao, Bo))

matrisinin (1, 2)-girdisine esittir. [A, By| ve [Ag, By] matrislerinin ikisinde de yalnizca
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ilk satir sifirdan farkli oldugundan (3.1) matrisinin ikinci siitunundaki diger her girdi

[A, B] ve [Ag, B] matrislerinde kargilik gelen girdilerin toplamidir. Her § € C igin

[A, B] + [A07 B] + 6[147 BO] + B[A()v BO]
matrisi rank-bir oldugundan [A, B] matrisinin birinci siittunundaki ilk girdi digindakilerin
hepsi sifirdir ya da [A, By ve [Ag, Boy] matrislerinin (1, 2)-girdilerinin toplami sifirdir.

Eger [A, B] matrisinin ilk siitunundaki sifirdan farkli tek miimkiin girdi (1,1)-
girdisi ise, [A, B] matrisinin ilk satir1 digindaki tiim girdileri sifirdir. Ayn1 zamanda
nilpotent oldugundan [A, B] matrisinin (1, 1)-girdisi sifir olmak zorundadir, bu da
[A, B] matrisinin ilk siitununun sifir olmasin gerektirir. Bu ise A ve B matrislerinin

seciminden dolay1 imkansizdir. Buradan

([4, Bo])12 = —([Ao, Bo))12

olur. @ = 2 alinarak aym diigtinceyle

([A4, Bo))12 = —2([Ao, Bo])12

bulunur. [A, By| matrisinin (1, 2)-girdisi sifir olmadigindan celigki elde edilir. [

Teorem 4.8’in kogullarinin ne kadar zayiflatilabilecegi ¢ok dogal bir soru ola-
rak ortaya cikmaktadir. Asagidaki basit ornek kosullardaki cebirlerin yarigruplar ile

degistirilemeyecegini gostermektedir.

Ornek 4.9. E;; ile (i, j)-matris birimi (yani, (¢, j)-girdisi 1, geri kalan tiim girdilerin

0 oldugu matris) gosterilsin. S; ve Sy yarigruplar agagidaki gibi tamimlansin,
Sl = {ElJH S Z,] S TL} U {O} ve 52 = {EH} .

Kolayca goriliir ki her A € S; ve B € S5 i¢in rank[A, B] < 1 ve rank-bire ulagilir.

Fakat S1US,, ortak invaryant altuzaya sahip degildir, ¢iinkii S; zaten indirgenemezdir.

Teorem 4.8’deki cebirlerin matris lineer uzaylari ile degistirilip degistirilemeyecegi
¢ok acik degildir. Sunu hatirlayalim: Burnside Teoreminin matris uzaylari igin bir
versiyonu yoktur, ve M, (C) cebiri agikar olmayan invaryant altuzaysiz bir¢ok 6z altu-
zay igerir. Toeplitz matrisleri uzay1 boyle bir altuzaya ornektir. Daha dogrusu ortak

invaryant altuzaya sahip olmayan uzaylar bilinen epey “zayif” érneklerdir. Ornegin
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[16, Ornek 2)’de n x n boyutlu nilpotent matrislerin (n — 1) boyutlu uzay: invaryant
altuzaylara sahip olmayacak sekilde inga edilmigtir. Bundan sonra birkag¢ onermede
matris uzaylarinda rank-bir komiitatorler ile ilgili bazi kismi sonuclar kurulacaktir,

ek olarak bir kismi sonug zaten Onerme 4.2’de verilmistir.

Lemma 4.10. £ bir matris uzay1 ve B bir matris 6yle ki her A € £ i¢in rank[A, B] <
1 olsun. O halde

M = \/ Ran(4) veya N = m Ker(A)
Aer AeL

uzaylarindan biri B altinda invaryanttir.

Kanit. Her A € L i¢in [A, B] komiitatori Cy ile gosterilsin. Agk olarak C' =
{C4]A € L} kiimesi bir lineer uzay olusturur. Lemma 4.4 ile C' uzaymu sifirdan farkh
elemanlar1 ya hepsi ortak goriintiiye ya da ortak cekirdege sahiptir. Eger gerekli ise
L ve B’ye eglenik (conjugation) uygulayarak, C' uzayindaki biitiin sifirdan farkh ele-
manlarim ortak goriintiiye sahip oldugunu varsayabiliriz [Teorem 2.18]. y € C" bir
vektor olsun oyle ki her bir A € £ i¢cin Cy = yzj yazilabilecek sekilde en az bir

za € C™ bulunur.

M veya N uzaylarimin B-invaryant oldugunu gostermemiz gerekir. NV uzayinin
B-invaryant olmadigimi varsayalim. O zaman Bxo ¢ N olacak sekilde bir zyp € N
vardir. Dolayisiyla, N uzaymin tanimmindan bir Ay € £ vardir oyle ki AgBxzo # 0

olur.

Ca,To = Y2z, yazilsin, ve 23 xg sayist « ile gosterilsin. O halde
ay = A()Bl’() — BA()$0 = A()Bil?() 7é 0

olur. Buradan a # 0 oldugu ortaya gikar, boylece y = iADBxD bulunur. Ozel olarak

y € M sonucuna ulagilir.

Simdi keyfi bir z € C" alinsin. O zaman her A € £ i¢in v bir skaler olmak iizere
BAz=(BA—AB)z+ ABz=—Cuaz+ ABz = vy + ABz

esitligi saglanir. Buradan BAz € M sonucu ¢ikar. Bu sonug tim A € L i¢in gegerli
oldugundan BM C M olur. O]

20



Sonug 4.11. A sifirdan farkh bir eleman igermek tizere nilpotent matrislerin cebiri,
ve L bir matris uzay1 6yle ki her A € A ve B € B igin rank[A, B] < 1 olsun. Bu
durumda A U £ bir invaryant altuzaya sahiptir.

Kamit. Asagidaki alt uzaylar tanimlayalim:

M = \/ Ran(A) ve N = ﬂ Ker(A).
AcA AcA
A cebir oldugundan M ve N uzaylar1 A-invaryanttir. Levitzki'nin teoremiyle (bakiniz
[13] veya [22, Teorem 2.1.7]) A cebirinin {iggenlestirilebilir oldugunu not edelim. .4
cebirini tiggenlestiren bu tabanda A cebirindeki tiim matrisler bir ortak sifir siituna

ve bir ortak sifir satira sahiptir. Buna gore M ve N uzaylan agikar degildir.

Lemma 4.10 yardimiyla B € L ise ya M uzay1 ya da N uzayr B-invaryanttur.
M veya N uzaylarindan biri L-invaryant oldugunu iddia ediyoruz. Ispat, Onerme
3.3’dekiyle aymidir. Bu iddianin dogru olmadigini varsayalim. O zaman B, By € L
vardir dyle ki M, Bj-invaryant degil ve N, By-invaryant degildir Bu durumda M,
Bs-invaryant ve A, By-invaryant olmalidir. Ote yandan B = B; + B, € £ olur, fakat
M ve N, B-invaryant degildir. Bu bir celigkidir. O

Onerme 4.12. £ C M, (C) matris lineer uzay1 ve A C M, (C) bir yar-basit skaler
olmayan cebir olsun. Eger her A € A ve B € L igin rank[A, B] < 1 ise £ bir
invaryant altuzaya sahiptir. Eger [A, B] her zaman sifir degil ise A ve L ortak bir

invaryant altuzaya sahiptir.

Kanit. A yari-basit oldugundan bir C*-cebirine benzerdir ([14, Sonug 24]). Ben-
zerligin uygulandigini varsayacagiz. C*-cebirleri teoresinden ([5]) matrislerin C*-cebiri
diizgiin katlihkh (uniform multiplicity) C*-cebirlerinin A; & A5 @ . .. & Ay direkt top-
lamina birimeil olarak denktir (unitarily equivalent) ve her bir A; bir tam matris

cebirinin bir geniglemesidir.

A yari-basit cebirinin skaler olmadig1 varsayildigindan kendine-eg cebirlerin stan-
dart teorisiyle bir skaler olmayan (kendine-eg) projeksiyon E € A vardir. Onerme
4.2’den Ran(E) uzay1 ya da Ker(E) uzay1 L-invaryanttir. Bu Onermenin ilk kismin

ispatlar.

Simdi, £ > 2 ise E projeksiyonu I 0B 0@ ... D0 olarak secilerek A ile degigmeli
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yapilabilir. Bu nedenle Ran(FE) ve Ker(E) uzaylar1 A-invaryanttir, ve ortak bir AU L-

invaryant altuzay elde edilir.

Burada A = M; (C)(m) bir tam matris cebirinin geniglemesi oldugu zaman ayri
olarak incelenmesi gereken tek durumdur. Eger komiitatorler her zaman sifir degil ise
bu durum gergeklesemeyecegini iddia ediyoruz. Ilk olarak asagidaki yardimer sonucu

kuralim.

Iddia 4.13. Her Y € M, (C) i¢in rank[X, Y] < 1 olacak sekilde bir X € M (C) varsa
X birimin katidir.

Kanit. Tlk olarak X matrisini Jordan bloklarmin J1 @ Jo @ ... D J, direkt toplam
seklinde yazalim. Yukaridaki rank kosulu her .J; matrisinin birimin bir kat1 olmasini
gerektirir. Buradan X = ¢ I, ©...® ¢ply, bigciminde oldugu bulunur. . ve j. bloklar:
permiite eden Y permiitasyon matrisleriyle komiitatori goz oniine alirsak, her i ve j

icin ¢; = ¢; sonucu ¢ikar. Bu ise iddiamizi ispatlar. O]

Simdi keyfi bir Ay € A C M; (C)™ elemam sabit bir A € M, (C) matrisinin
m tane kopyasinin direkt toplami seklinde yazilabilir yani, Ag = AG A&® ... A.
L uzaymin keyfi bir 7' elemam secilsin ve bir m x m boyutlu blok matris T' = [T};]

olarak yazilsin. Komiitator [T, Ag| girdileri komiitator olan bir matristir:
[T, Ao] = [T, Al].

Iddia 4.13’den her bir T;; matrisi birimin katidir, ve bundan dolay1 7" skaler bloklara
sahip olan blok matristir. Bu nedenle her Ay € A i¢in [T, Ag] = 0 olur. O
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